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1. Definicion de Cadena de Markov en Tiempo Continuo

Un proceso estocéstico en tiempo continuo {X(¢) , £ > 0} con espacio de
estados S (enteros no negativos) es una cadena de Markov en tiempo
continuo si

P(X(t)=j|X(s) =4, X (th—1) =tn-1.....X (t1) =11)
=P(X(t)=j| X (s)=1)

donde 0 <¢, <t,<---<t,,<s<tes cualquier secuencia no decreciente de
n+l1 tiempos € iy, i,,... ,i, ;, I, j€ S son n+1 estados cualesquiera del conjunto
S.

La CMTC verifica la propiedad de Markov = que dado el estado del proceso
en un conjunto de tiempos anteriores al instante ¢, la distribucion del proceso
en el instante ¢ depende so6lo del instante de tiempo anterior mas proéximo a ¢.
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Una cadena de Markov en tiempo continuo es homogénea si para cada s <¢
y cadaestado i, j € S,

P(X(t)=j|X(s)=4)=P(X(t—s)=j| X(0)=1)

No todas las CMTC tienen que ser homogéneas, pero consideraremos
unicamente las CMTC homogéneas.

Por homogeneidad, cuando el proceso entra en el estado i, la forma de
evolucionar probabilisticamente desde este punto es la misma que si el
proceso comenzase en el estado i en el instante 0. Denotamos al tiempo de
permanencia del proceso en el estado i como T

Proposicion 1. El tiempo de permanencia en el estado 7, T, se distribuye
exponencialmente.
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Definicion alternativa de CMTC. Un proceso estocastico en tiempo
continuo {X(?), >0} es una cadena de Markov en tiempo continuo si:
* Cuando entra en un estado i, el tiempo que permanece en ¢l se
distribuye exponencialmente con media 1/v,.
* Cuando abandona el estado i, entra en el estado j con probabilidad de
transicion p;, conp; =0y X p,; = 1.

La matriz P, formada por las probabilidades p;; , es una matriz estocastica y,
por lo tanto, la matriz de probabilidades de transicion en un paso de una
CMTD. Designaremos a esta CMTD como la cadena de Markov encajada.

Una CMTC se comporta como una CMTD, pero con intervalos de tiempo de
permanencia en cada estado distribuidos exponencialmente e independientes.

Ejemplos: Proceso de Poisson de tasa 1, Proceso de Yule y Sistema de dos
procesadores secuenciales.
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2. Comportamiento de transicién

En las CMTD se estudiaron las probabilidades de transicion en n pasos, pij(").
El homoélogo en CMTC es la funcién de probabilidad de transicion

pij (t) = P (X (¢) =7 | X (0) =),

es decir, la probabilidad de que estando inicialmente en el estado i, después
de ¢ unidades de tiempo estemos en el estado ;.

En las CMTC no podemos hablar de pasos. Para cada par de estados i, j € S,
la funcion de probabilidad de transicion p;(7) es una funcion continua de .
En general, es dificil o imposible determinar la funciéon de probabilidad de
transicion aunque en casos sencillos se puede calcular. Por ejemplo, en los
procesos de Poisson hemos visto que para i <j,

i P O
pij(t)=P(N(t)=j—1i)=e ’\tm.
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Los valores fundamentales que especificaban una CMTD eran las
probabilidades de transicion p;. En tiempo continuo, son las tasas
instantaneas de transicion g; = v, p;, que representan la tasa a la que se
hacen transiciones de i a ;.

Proposicion 2 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Sea la CMTC {X(¢),
t >0} con espacio de estados S. Entonces, para cada s, >0,

pij (t+s) = Zpik (t) prj (s).

kesS

Objetivo: proporcionar un stma. de ecuac. diferenciales para calcular p(7) .
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puten =y SO0

, L =
Pij ) = Ilzl—n‘}] - h - 11112}) h
> pik () prj (R) = pij (¢) (1 = pjj (R)
.k
= lim
h—0 ) h ) n)
- . DPrj (R T A
= o () lim 22 o (¢) lim —22
2 o (8) iy = =y () fimg =,
Después de operar obtenemos que
e . prj(h) . 1—pjj(h)
Py () = 3 pa () lim 2L (¢) tim — 2T
iZj h—0 h h—0 h

o0
= > ik (t) qrj — pij (t) vj.
=y
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Teorema 1 (Ecuaciones diferenciales hacia atrdas de Kolmogorov). Bajo
condiciones adecuadas, Vi, j, t>0

o0
Pl (8) =" pik (8) arj — pij (1) v
k#j

Ejemplo (Continuacion del ejemplo de Proceso de Poisson de tasa 1)
Como gq;;,/~vp;./~vich ¥y q;~vp;~0, Vj # i + 1, las ecuaciones
diferenciales hacia atras de Kolmogorov son

pi; (t) = pij—1 (&) X = pij () \.

Ejemplo (Continuacion del ejemplo de Proceso de Yule) Como g,;,; =
Vi mIMY q;=vip;=0, Vj # i+ 1, las ecuaciones diferenciales hacia atras de
Kolmogorov son

pij (t) = pijj—1 () (G — 1) X = pij (t) A
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Las ecuaciones diferenciales hacia atras de Kolmogorov en forma matricial:

Py()=G P(1),

donde P(7) y Py(?) las matrices formadas por los elementos p,(?) y p; (¢) ,
respectivamente, y G (generador infinitesimal o generador) en la que los
elementos (i, i) tienen valor —v; y los elementos (i, j) , con i #j, el valor g,

Las CMTC se pueden representar mediante un diagrama de transicion:
grafo en el que los nodos representan estados, un arco entre i y j describe la
posibilidad de transicion de i a j y g, se representa sobre el arco correspon-
diente.

Ejemplo (Continuacion del ejemplo de Proceso de Poisson de tasa 1)

)\. ;\r

CRORCRS
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Ejemplo (Continuacion del ejemplo de Proceso de Yule)

A 2\ 3)

OROBOR

Ejemplo (Continuacion del ejemplo de Sistema con dos procesadores
secuenciales)
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3. Comportamiento estacionario

Sea {X(f), t = 0} una CMTC con matriz de funciones de probabilidad de
transicion P(#). Un vector @, con n;,> 0 Vi y X m; =1, se dice que es una
distribucion estacionaria si w = wP(¢) , V> 0.

Veamos coémo utilizar el generador G para determinar la distribucion
estacionaria:

L x (tG)"
7 es estacionaria < w=7wP(¢),Vt>0 & w=m7 > ' Vt>0
- n n=0 n.
=S 0=3 =G "Vt >0 & 0=7G",Vn >1
n=1 10

& 0=7nG.

Asi, la condicion & = wiP(f) , V¢ > 0, la cual es muy dificil de resolver, se
reduce a la mucho mas simple 0 = wG. Por lo tanto, la distribucion
estacionaria 7, si existe, se obtiene resolviendo el sistema
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{ 0=7G 0= —v;mj + 3 qijmi viTj = 2 4ijTi
, = i#] =4 i#]
Zi"i_l erl:l Zl‘;.‘[:l

Lado izquierdo = m; es la proporcion de tiempo a largo plazo que el proceso
estd en el estado j, mientras que v; es la tasa de abandono del estado j cuando
el proceso esta en €l. Asi, v; es interpretado como la tasa a largo plazo de
dejar el estado j.

Lado derecho = g, es la tasa de ir al estado j cuando el proceso esta en el
estado 7, asi g;m; se interpreta como la tasa a largo plazo de ir del estado 7 al ;.
Luego, £, g;m; representa la tasa a largo plazo de ir al estado /.

Por lo tanto, la tasa a largo plazo de salida del estado j coincide con la tasa de
entrada en el estado j, y por esta razon las ecuaciones 0 = G se denominan
ecuaciones de equilibrio global o simplemente ecuaciones de equilibrio.
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Teorema 2. En una cadena de Markov en tiempo continuo, si existe una
distribucion estacionaria 7, entonces es unica y

tliglopij (t) =m;, Vi

Ejemplo (Continuacién del ejemplo de proceso de Poisson de tasa A) Las
ecuaciones de equilibrio para un proceso de Poisson de tasa A son

AT = A\wi_1. Vj ) .

j J .
S =1 que no tienen solucion.
24V —

Ejemplo (Continuacion del ejemplo de proceso de Yule) Las ecuaciones
de equilibrio para un proceso de Yule de tasa A son

JAT; = (j —1)Amj—1. Vj que no tienen solucion.
1
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4. Procesos de Nacimiento y Muerte

Los procesos de nacimiento y muerte, basicamente, describen sistemas cuyo
estado, en cada instante, representa el nimero de individuos en el mismo.
Cuando éste es n, se producen llegadas con tasa exponencial 4, y salidas con
tasa exponencial x,, de forma independiente.

Un proceso de nacimiento y muerte con tasas de llegada (nacimiento) {4, },-,”
y tasas de salida (muerte) {u,},-,* es una CMTC con espacio de estados {0,
1, 2,...}, tasas de permanencia v, = 4, v; = 4; + y;, i > 0 y probabilidades de
transicion

por = 1, poi = 0, para i # 1,
Diivl = N piig = —Ha
i,i+1 /\i‘f’#z'* i,i—1 /\z"f’/-lz"

pi; =0, 7 #Ft+1,i—1, para1# 0.

El proceso de Poisson es un proceso de nacimiento y muerte con 1, = Ay
u,= 0, ¥Yn. El proceso de Yule es también un proceso de nacimiento y
muerte con 4, =nAy u,=0, Vn.
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El diagrama de transicidon de un proceso de nacimiento y muerte es

Sus tasas de transicion son
qo1 = Aoy Giit1l = Niy Gii—1 = [b;,

y el resto 0, con lo que el sistema de ecuaciones diferenciales de Kol-
mogorov es

Pio (t) = pir (1) g — pio () Xo
P;j (1) = pij+1 (t) 1 + Pij—1(8) Aj—1 — pij () (A +/,Lj)
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Resolverlo es complicado, pero conducen de forma sencilla al sistema
en equilibrio

AoTp = 4Ty

(Nj 4 15) T = pjpamien + Aj—1m—n, § = 1,2,
Zj 7Tj Il

o bien

/\0770 = HqT1

(A1 4 ) T1 = pama 4+ Aomo
(A2 + po) T2 = pgm3 + A7y

(/\n + l‘ln) Ty = /l71+l7711+l + /\n—l“—n—l

Zn Tn = l
descrito mediante el equilibrio de tasas de salida y de entrada en cada
estado.
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La resolucién del sistema es estandar, sumando las dos primeras, las
tres primeras, ecuaciones pasamos al sistema

Ao
T = o
Ha
Ao = RSNt A1 A1 Ao
AT = [LoT2 Ty = ;Fl - Tl To
/\«w7('~w = [UqT3 H - -
2T2 = [3T3 y despejando Ay Ao Ao
cada m; en Ty = —MW2 = ——mo
‘s [L- Lo [lo L
AnTn = [, 1Tnt1  funcion de m, F3 Faltzbh
P Mot Ao
Z” T, = 1 Tn = L7Tn—| = ”—7‘—(')
Fon Fon 23|
N om,=1

L—n

Sustituimos los valores de m; en la Ultima ecuacion y despejamos 1,
obteniendo
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1

Tny= ———
0 1+ i /\nfl /\(l
n=1 Hn " H
con lo cual,
- /\n—l o '/\0
Tn = =\ \ s
An—1 “ A0
o Hq <l + Z )—>
n=1 Hn M

Claramente, una condicion necesaria para que exista la distribucion es-

tacionaria es que )
o /\n—l C /\0
In-l 2o

7:1 o

comprobandose que esta condicion es también suficiente para la exis-
tencia de la distribucion.
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Ejemplo. En una empresa hay 5 servidores y un técnico que los mantiene.
Supongamos que el tiempo que tardan en fallar sigue una distribucion
exponencial con tasa 1 fallo cada 10 horas. La duracion de la reparacion
es exponencial con media 2 horas. ;Cual es el nimero medio de
servidores con fallos? y ;qué proporcion de tiempo a largo plazo esta cada
servidor en uso?

Diremos que el sistema esta en el estado n si hay » servidores con fallos.
Entonces, el problema puede ser modelizado como un proceso de
nacimiento y muerte con diagrama de transicion

h 45 3% 22 /l\
CPBIBD

donde 2=1/10, p=1/2 y las tasas son

/\”:{(5—11)/\. sin<bhb . #n:{/:t. sil<n<b

0, sin>5h 0, sin>5

21/02/14
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Las ecuaciones en equilibrio son

'3/\7'0 ek 5/\774) = KTy
(4N + ) w1 = HAmg + pma _'1/\7‘_1 :/'m_q
(3N + /() mo = 4\m + ums I\ — /”‘_;
(2 /\+/() T3 = 3/\7'v+/17'4 _ 9/\7‘_; :)lﬁl
(A4 p) my = 2Aw3 + pms i N
[T = /\7'_1 )\r?l—_l = KT
5 Sm=1
b T; = Lt T2
5t =
y sustituyendo por su valor se obtiene
5/10m = 1/ R
4/10m; = 1/2ms mo = 0.02734
3/10m = 1/2 m = 002734
2/10my = 1/2my = J T2~ 003416
1/10my = 1/2n s = 0.05694
! w4 = 0.14237
Z =1 w5 = 0.71185

o
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Por lo tanto, el nimero medio de servidores con fallos es E;o””n =4.395
y la proporcion de tiempo a largo plazo que esta cada servidor en uso es
(teorema de la probabilidad total).

5

P (servidor sin fallos) = > P (servidor sin fallos | n servidores con fallos) 7,
n=0
5 5-—n
=> 7, = 0.121 .
n=0
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Consideremos un proceso de nacimiento y muerte general con tasas {4,}
0" Y {1} =1 - Tiempo que tarda el sistema en pasar del estado i al i +
1, es decir, T}, i > 0. Calculemos E(7}) de forma recursiva.

En primer lugar, como T;, ~ Exp(,) se tiene que E(T}) = 1/A,. Para i > 0,
condicionamos a que la primera transicion sea a i—1 o a i+1. Para ello,
definimos

ja 1. sila primera transicién esde i a i+ 1
"7 | 0. silaprimera transicién esdeiai — 1
Se tiene 1
ET|L=1) = —
( ! | ! v /\i + i
1
E(T;|;=0)= +E(Ti1)+ E(T)
i | i /\1 +ﬂi i—1 i

pues, independientemente de que la primera transicion sea por nacimiento
o muerte, se produce con tasa 1/(4; + 1,).
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Luego,

E(T)) =E(E(T|L)=ET|Li=1)P(Ii=1)4+E(T; | ;=0)P(I; =0)
1 b ' i

1

= - E(Ti-1)+E(T:) )| —
i+ N 1y </\I—M+ (Li-1) ( )> i + 1

1

2 . 7
= +—(ETi—1)+ET)),
i + 1 '\i+ﬂz’( = s

de donde 1
E(T}) :T+fElﬂ“"

Asi, si deseamos calcular el tiempo esperado para ir del estado i al j, con
i<j, tenemos que éste vale:

E(T) + E(Tit1) +-- -+ E(Tj-1) .
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